
Algorytmy i struktury danych

Proste algorytmy

1. Niech wielok¡t b¦dzie koªow¡ podwójnie linkowan¡ list¡ wspóªrz¦dnych
wierzchoªków. Napisz funkcje do obliczania:

(a) pola tego wielok¡ta;

(b) obwodu;

(c) sprawdzania czy jest to wielok¡t wypukªy.

2. W pliku �a.txt� znajduj¡ si¦ wspóªczynniki wielomianu a(x) w nast¦-
puj¡cej postaci: (a0, a2, a3, .., an) a w pliku �b.txt� wspóªczynniki wie-
lomianu b(x) (b0, b2, b3, .., bn). Napisz program, który odczyta dane z
tych plików, obliczy iloczyn wielomianów c(x) = a(x)b(x) a nast¦pnie
wspóªczynniki wielomianu c(x) wpisze do pliku �c.txt�.

3. Stwórz klas¦ uªamek z polami licznik i mianownik. Powinien to by¢
zawsze uªamek nieskracalny. Zaimplemenutuj 4 dziaªania (jako opera-
tory + - * /) jednoargumentowy operator - oraz czytanie ze strumienia
i pisanie do strumienia uªamków typu 1/2, 4/5, 77/3 itp. Napisz te»
kontruktor dwuargumentowy, gdzie drugi argument ma warto±¢ do-
my±ln¡ 1.

4. Napisz program nie zawieraj¡cy instrukcji if ani switch, który policzy
ile razy wyst¦puje ka»dy znak ASCII w pliku podanym jako argument
programu.

5. Napisz funkcj¦ obliczaj¡c¡ xn w czasie O(log n) w wersjach z u»yciem
i bez u»ycia rekurencji.

6. Przepisz klasy: kolejka, stos, kolejka_priorytetowa jako szablony.

7. Jak obliczy¢ wszystkie wspóªczynniki:(
n

0

)
,

(
n

1

)
, . . .

(
n

n

)

w ª¡cznym czasie O(n).

8. Ile potrzeba mno»e«, aby wyliczy¢ xn? Napisz odpowiedni¡ funkcj¦.
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9. Ile potrzeba mno»e«, aby wyliczy¢ warto±¢ wielomianu stopnia n, o
wspóªczynnikach zawartych w tablicy a?
Napisz funkcj¦ double oblicz(double a[], int n, double x) re-
alizuj¡c¡ twój algorytm.

10. Napisz procedur¦ sito_erastotenesa znajduj¡c¡ wszystkie liczby pierw-
sze mniejsze od n. Wynikiem jest tablica bool prime[n], taka »e
prime[k]==true wtedy i tylko wtedy gdy k jest liczb¡ pierwsz¡.

11. Jaka jet najmniejsza liczba mno»e« potrzebna do obliczenia warto±ci
wielomianu W (x) stopnia n dla pewnego x. Napisz odpowiedni¡ funk-
cj¦, zakªadaj¡c, »e wielomian jest reprezentowanuy jako tablica wspóª-
czynników. tzn.

W (x) = t[0] + t[1]x + t[2]x2 + . . . + t[n]xn.

12. Poka», »e wystarcz¡ 3 mno»enia, by znale¹¢ wspóªczynniki wielomianu
W (x) = (ax + b)(cx + d).

13. (a) Ile jest permutacji zbioru n-elementowego?

(b) Ile co najmniej pyta« trzeba zada¢ by �zgadn¡¢� okre±lon¡ permu-
tacj¦?

(c) Udowodni¢ korzystaj¡c ze wzoru Stirlinga, »e liczba ta jest rz¦du
O(n log2 n).

14. Napisz w j¦zyku C++ klas¦ set, reprezentuj¡c¡ zbiór liczb naturalnych
nie wi¦kszych od 255. Rozmiar obiektu klasy set nie powinien prze-
kracza¢ 32 bajtów.

15. Ka»dy podzbiór zbioru liczb naturalnych nie wiekszych od 8 mo»na
reprezentowa¢ na jednym bajcie (i-ty bit jest ustawiony gdy i nale»y do
podbioru). Zaimplementuj w C++ klas¦ zbior_malych_liczb, która
z podobny sposób na (n + 1)/8 bajtach b¦dzie reprezentowa¢ zbiory
liczb naturalnych nie wi¦kszych od n. Zaprogramuj:

(a) dodawanie elementu do zbioru, usuwanie elementu ze zbioru i
sprawdzanie czy liczba nale»y do zbioru.

(b) sum¦, iloczyn, ró»nic¦ zbiorów.

(c) konstruktor, taki »e wywoªanie zbior_malych_liczb a("1,2,4,8");

utworzy zbiór a = {1, 2, 4, 8}.
(d) operator przypisania,
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(e) sprawdzanie relacji równo±ci i zawierania zbiorów (mo»na przeci¡-
»y¢ operatory ==, <= i >=.

16. (Sito Erastotenesa) Algorytm, który bez u»ycia dzielenia znajduje wszyst-
kie liczby pierwsze nie wi¦ksze od n wypeªniaj¡c tablic¦ n elementow¡
jedynkami, a nast¦pnie zeruj¡c wszystkie elementy tablicy o indeksach
podzielnych przez 2, 3, ...

√
n natra�a dla du»ych n na problem braku

pami¦ci. Mo»na górn¡ granic¦ na n zwi¦kszy¢ 8-krotnie korzystaj¡c z
wyników poprzedniego zadania (tablicy bitów).

17. Zaimplementuj kolejk¦ FIFO przy pomocy: a) listy linkowanej; b) ta-
blicy.

18. Zaimplementuj kolejk¦ dwukierunkow¡ przy pomocy listy podwójnie
linkowanej. Kolejka dwukierunkowa pozwala na operacje: push_front,
push_back, pop_front, pop_back. U»yj wartownika.

19. Udowodnij, »e ka»dy wielomian stopnia k jest rz¦du O(nk).

20. Udowodnij, »e log n jest rz¦du O(nε) dla ka»dego ε > 0.

21. Dla wyszukiwania liniowego w tablicy nieposortowanej o n elementach,
znajd¹ oczekiwan¡ oraz wariancj¦ ilo±ci porówna« wykonanych przez
program, przy zaªo»eniu, »e wyszukiwany element jest w tablicy.

22. Zakªadaj¡c, »e ka»da permutacja danych wej±ciowych jest jednakowo
prawdopodobna, znajd¹ warto±¢ oczekiwan¡ i wariancj¦ ilo±ci inwersji
wyst¦puj¡cych w tych danych.

23. Dana jest funkcja double f(double)ci¡gªa, taka »e f(0) < 0 < f(1).
Napisz program, który metod¡ bisekcji znajdzie pierwiastek funkcji f.
Warunkiem zako«czenia p¦tli uczy« wykrycie zap¦tlenia :).

Obliczanie zªo»ono±ci

24. W pliku jest 106 liczb. Ile potrzeba pami¦ci i dodawa« by sprawdzi¢,
która z sum 1000 kolejnych liczb jest najwi¦ksza? (Tych sum jest 106−
1000 + 1).

25. Jak znale¹¢ wspóªczynniki wielomianu c2x
2+c1x+c0 = (a1x+a0)(b1x+

b0) u»ywaj¡c tylko trzech mno»e«.

26. Jak wyliczy¢ wspóªczynniki c0, c1, c2 wielomianu c2x
2 + c1x + c0 =

(a1x+a0)(b1x+ b0) znaj¡c a0, a1, b0, b1 u»ywaj¡c tylko trzech mno»e«.
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27. Korzystaj¡c z twierdzenia o rekursji uniwersalnej rozwi¡» nast¦puj¡ce
zale»no±ci:

(a) T (N) = 5T (n/3) + n,

(b) T (N) = 4T (n/2) + n2,

(c) T (N) = 9T (n/3) + n2,

(d) T (N) = 6T (n/3) + n2,

(e) T (N) = 3T (n/3) + n,

(f) T (N) = 5T (n/2) + n2,

(g) T (N) = T (n/2) + 1.

28. Udowodnij, »e 3n3 + n2 − 12n + 5 = Θ(n3).

29. Udowodnij, »e f(n) = O(g(n)) ⇔ g(n) = Ω(f(n)) oraz f(n) = o(g(n)) ⇔
g(n) = ω(f(n))

30. Wyka», »e do zgadni¦cia liczby z przedziaªu od 1 do n, wystarczy
dlog2 ne pyta« binarnych. (Pytanie binarne to takie na które odpo-
wiedzi¡ jest �tak�, lub �nie�).

31. Ile jest permutacji liczb 1, . . . n. Ile trzeba zada¢ pyta« binarnych, by
odgadn¡¢, któr¡ permutacj¦ kto± ma na my±li.

32. Jaka b¦dzie zªo»ono±¢ algorytmu je»eli:

(a) T (1) = 1, T (n) = 4T (dn
2
e),

(b) T (1) = 1, T (n) = 8T (dn
2
e).

33. Ile potrzeba mno»e« by obliczy¢ warto±¢ wielomianu stopnia n?

34. Ile potrzeba mno»e« by znale¹¢ wspóªczynniki wielomianu (ax+b)(cx+d)?

35. Jak zrealizowa¢ mno»enie wielomianów stopnia 2n przy pomocy mno-
»enia wielomianów stopnia n, dodawania wielomianów i mno»enia przez
jednomian ? Napisz zale»no±¢ rekurencyjn¡ jak¡ b¦dzie speªniaªa zªo-
»ono±¢ twojego algorytmu, i oszacuj j¡.

36. Ile porówna« trzeba by znale¹¢: a) drugi b) trzeci co do wielko±ci ele-
ment tablicy.

37. Wielomian stopnia 2n mo»na pomno»y¢ u»ywaj¡c 4 mno»e« wielomia-
nów stopnia n. Jaka b¦dzie asymptotyczna zªo»ono±¢ takiego algo-
rytmu?
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38. Znajd¹ posta¢ funkcji X je±li:

(a) X(1) = 0, X(n) = 2X(dn
2
e) + (n− 1);

(b) X(1) = 0, X(n) = X(n− 1) + (n− 1).

39. Napisz program wypisuj¡cy wszystkie mo»liwe permutacje elementów
tablicy int t[n];.

40. Ilo±¢ partycji liczby n to ilo±¢ jej ró»nych rozkªadów na skªadniki natu-
ralne (kolejno±¢ nie gra roli). Znale¹¢ algorytm lub wzór rekurencyjny
na P (n).

41. Wielomian stopnia 2n mo»na pomno»y¢ u»ywaj¡c 4 mno»e« wielomia-
nów stopnia n. Jaka b¦dzie asymptotyczna zªo»ono±¢ takiego algo-
rytmu? Jak zmieni si¦ ona gdy zamiast 4 u»yjemy 3 mno»e«, wykorzy-
stuj¡c pomysª z poprzedniego zadania.

Sortowanie

42. Jak jest minimalna ilo±¢ porówna« gwarantuj¡ca posortowanie n liczb
dla n = 2, n = 3, n = 4 oraz n = 5. (Nadobowi¡zkowe n = 6, n = 7).

43. Jak wi¡»e si¦ faktyczna ilo±¢ porówna« wykonywanych przez algorytm
sortowania przez proste wstawianie z ilo±ci¡ inwersji w danych wej±cio-
wych?

44. Znajd¹ zwi¡zek mi¦dzy ilo±ci¡ porówna« faktycznie wykonywanych przy
sortowaniu przez wstawianie tablicy a0, . . . an−1 a ilo±ci¡ inwersji w tej
tablicy. (Inwersj¡ nazywamy par¦ indeksów (i, j) tak¡, »e i < j ∧ ai >
aj).

45. Napisz funkcj¦ merge(double tab[],int i, int j, int n); potrzebn¡
w algorytmie merge_sort (sortowanie przez scalanie). Funkcja merge

zakªadaj¡c, »e ci¡gi tab[0] do tab[i-1] oraz tab[i] do tab[n-1] s¡
posortowane scala je w jeden posortowany ci¡g od tab[0] do tab[n-1].
Zadbaj by zªo»ono±¢ twego algorytmu nie byªa wi¦ksza ni» O(n− i).

46. Napisz funkcj¦
double czas_dzialania(void sort(double* ,int), int n), która
posªu»y do badania szybko±ci ró»nych funkcji sortuj¡cych. Jej dziaªanie
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polega na wygenerowaniu przypadkowych danych o rozmiarze n, uru-
chomiemiu �stopera�, uruchomieniu funkcji sortuj¡cej sort, i zatrzy-
maniu �stopera�. Funkcja powinna zwraca¢ zmierzony czas dziaªania
funkcji sort wyra»ony w (mili-) sekundach.

47. Jaka byªaby zªo»ono±¢ algorytmu merge_sort gdyby dzieli¢ tablice nie
na równe cz¦±ci lecz na cz¦±ci o wielko±ci 25% i 75%?

48. Napisz algorytm merge_sort, który dziaªaªby na li±cie 1-linkowanej.

49. Jaka byªaby zªo»ono±¢ algorytmu merge_sort gdyby dzieli¢ tablice nie
na równe cz¦±ci, lecz na cz¦±ci o wielko±ci 25% i 75%, lub ogólniej, na
cz¦±ci o rozmiarach nq oraz n(1− q).

50. Napisz algorytm merge_sort, który dziaªaªby na li±cie 1-linkowanej.

51. Napisz funkcj¦ void rotate(T *p, T *s, T *k) zamieniaj¡c¡ miej-
scami obszary [p,s) i [s,k) o dªugo±ciach m i n.

(a) Poka», »e mo»na zrobi¢ to przy u»yciu trzech inwersji i wówczas
algorytm sprowadza si¦ do wykonania m+n zamian czyli 3(m+n)
podstawie«.

(b) Dla przypadku, gdy m = n napisz procedur¦ wykonuj¡c¡ tylko m
zamian czyli 3m podstawie«.

(c) Dla przypadku, gdy m = n+1 napisz procedur¦ wykonuj¡c¡ tylko
2m podstawie«.

52. Napisz funkcj¦ void in_place_merge(T *p, T *s, T *k), która nie
u»ywa dodatkowej pami¦ci. Wsk. znajd¹ takie p1 ∈ [p, s) i k1 ∈ [s, k)
aby po wykonaniu rotate(p1,s,k1) element ∗s stanowiª median¦ i
skorzystaj z rekurencji.

53. Udowodnij, »e zªo»ono±¢ in_place_merge wynosi O(n log n), a zªo»o-
no±¢ in_place_merge_sort, który jej u»ywa, wynosi O(n log2 n).

54. Poka», »e selection_sort nie jest stabilny. Ile dodatkowej pami¦ci
potrzeba, by uczyni¢ go stabilnym ?

55. Dana jest macierz n×m, której wiersze s¡ ci¡gami rosn¡cymi. Udowod-
nij, »e wªasno±¢ ta nie zmieni si¦, je±li posortujemy wszystkie kolumny
tej macierzy.
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56. Ci¡g (t1, t2, . . . , tN) nazywamy n-posortowanym je±li tp ≤ tp+n gdy
1 ≤ p ≤ N − n. n-sortowanie to sortowanie wszystkich podci¡gów
postaci (ti, ti+n, ti+2n, . . .) dla i ≤ n.

Udowodnij, »e ci¡g n-posortowany nie traci tej wªasno±ci w trakcie m-
sortowania.

57. Posortuj metod¡ sortowania pozycyjnego liczby: 1, 34, 123, 321, 432,
132, 543, 651, 91, 32, 987, 910, 643, 641, 12, 342, 498, 987, 965, 122,
121, 431, 350.

58. Zaprogramuj i przetestuj podan¡ na wykªadzie implementacj¦ sortowa-
nia pozycyjnego.

59. Skonstruuj sie¢ sortuj¡c¡ poprawnie 6, 8, 10 liczb. Skonstruuj opty-
maln¡ tak¡ sie¢.

60. Napisz program porównuj¡cy zªo»ono±¢ czasow¡ algorytmów sortuj¡-
cych: przez kopcowanie, b¡belkowe, przez proste wstawianie, przez ª¡-
czenie. Program powinien drukowa¢ tabelk¦ postaci:

n Kopiec B¡bel Szybkie Wstawianie �¡czenie
1
2
4
8
16
...

61. Które z procedur sortuj¡cych:

(a) quicksort,

(b) heapsort,

(c) mergesort,

(d) insertionsort

s¡ stabilne. W ka»dym przypadku udowodnij stabilno±¢ lub znajd¹
konkretny przykªad danych, dla których algorytm nie zachowa si¦ sta-
bilnie.

7



Drzewa

62. Udowodnij, »e w ka»dym drzewie binarnym ponad poªowa wska¹ników
ma warto±¢ NULL.

63. Ile jest ró»nych drzew binarnych zawieraj¡cych liczby 1, . . .n.

64. Jak¡ dodatkow¡ informacj¦ nale»y przechowywa¢ w ka»dym w¦¹le drzewa
binarnego, by ªatwo znajdowa¢ median¦ zawartych w nim elementów?

65. Napisz implementacj¦ usuwania w¦zªa z drzewa binarnego wg nast¦pu-
j¡cego schematu:

(a) je±li usuwany w¦zeª nie ma dzieci, to go usuwamy a odpowiedni
wska¹nik zmieniamy na NULL.

(b) je±li ma jedno dziecko, to go usuwamy, a odpowiedni wska¹nik w
w¦¹le rodzica zast¦pujemy wska¹nikiem na to dziecko.

(c) je±li ma dwoje dzieci, to nie usuwamy tego w¦zªa, lecz najmniejszy
element w jego prawym poddrzewie, a dane i klucz tego elementu
wpisujemy do w¦zªa, który miaª by¢ usuni¦ty.

66. Napisz procedur¦ void BSTdelete(BSTnode *t), która usuwa z pa-
mi¦ci komputera drzewo BST.

67. Zmody�kujmy struktur¦ BSTnoode dodaj¡c dodatkowe pole int left_size;,
które zapami¦ta ile aktualnie jest w¦zªów w lewym poddrzewie tego
wierzchoªka.

(a) Napisz funkcj¦ BStnode * ity(BSTnode *t, int i), której wy-
nikiem jest adres i-tego (w kolejno±ci IN ORDER) w¦zªa drzewa.

(b) Jakie zmiany w funkcji void insert(BSTnode *& t, int k) s¡
konieczne, by warto±¢ w polach left_size byªa uaktualniana przy
wstawianiu do drzwa nowych kluczy?

68. Napisz procedur¦ int poziom(BSTnode * t, int klucz), której wy-
nikiem jest poziom w drzewie t, na którym wyst¦puje klucz.

69. Napisz procedur¦ void lewa_rotacja(BSTnode * & t).

70. Udowodnij, »e ponad poªowa wska¹ników w drzwie binarnym ma war-
to±¢ NULL.

71. Czy ponad poªowa w¦zªów drzewa czerwono-czarnego musi by¢ czarna?
Dlaczego?
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72. Ile jest ró»nych ksztaªtów drzew BST o n w¦zªach?

73. Napisz program (lub wzór rekurencyjny) obliczaj¡cy ilo±¢ ró»nych ksztaª-
tów drzew czerwono czarnych o ustalnoej czarnej wysoko±ci.

74. Niech K(n) oznacza ilo±¢ ró»nych ksztaªtów drzew binarnych o n w¦-
zªach. Znajd¹ wzór rekurencyjny wyra»aj¡cy K(n) przez K(i) dla
i < n.

75. Napisz klas¦ priority_queue opart¡ na kopcu zrealizowanym w ta-
blicy. (Dzie¢mi elementu t[i] s¡ t[2*i+1] oraz t[2*i+2]. Ojcem
t[i] jest t[(i-1)/2].) Zaimplemetuj metody put(T), T max(), T get_max()

oraz bool is_empty().

76. Oznaczmy przez f(n) ilo±¢ ksztaªtów drzew BST o n w¦zªach. Napisz
wzór wyra»aj¡cy f(n) przez f(0), . . . , f(n− 1).

77. Napisz funkcj¦ rekurencyjn¡ int F(BSTnode * t)obliczaj¡c¡:

(a) ilo±¢ w¦zªów w drzewie t,

(b) gª¦boko±¢ w drzewa t,

78. Napisz implementacj¦ usuwania w¦zªa z drzewa binarnego wg nast¦pu-
j¡cego schematu:

(a) je±li usuwany w¦zeª nie ma dzieci, to go usuwamy a odpowiedni
wska¹nik zmieniamy na NULL.

(b) je±li ma jedno dziecko, to go usuwamy, a odpowiedni wska¹nik w
w¦¹le rodzica zast¦pujemy wska¹nikiem na to dziecko.

(c) je±li ma dwoje dzieci, to nie usuwamy tego w¦zªa, lecz najmniejszy
element w jego prawym poddrzewie, a dane i klucz tego elementu
wpisujemy do w¦zªa, który miaª by¢ usuni¦ty.

79. Jak¡ dodatkow¡ informacj¦ nale»y przechowywa¢ w ka»dym w¦¹le drzewa
binarnego, by ªatwo znajdowa¢ median¦ zawartych w nim elementów?
Napisz implementacj¦ funkcji BTSnode* ity(BSTnode *t, int i), ko-
rzystaj¡c¡ z tego dodatkowego pola, która b¦dzie dziaªaªa w czasie
O(log n) dla drzew zrównowa»onych.

80. Do pustego drzewa czerwono-czarnego wstaw kolejno 20 przypadko-
wych liczb. Nast¦pnie usu« je w tej samej kolejno±ci.

81. Do pustego B-drzewa o parametrze t = 2 wstaw 20 przypadkowych
liczb, a nast¦pnie usu« je w kolejno±ci wstawiania.
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82. Narysuj przykªadowy kopiec dwumianowy o 17 kluczach. Wykonaj 4
razy operacj¦ Delete_min.

83. Jaka jest minimalna, a jaka maksymalna ilo±¢ kluczy w B-drzewie o
ustalonym t (jednakowym na wszystkich poziomach) i gª¦boko±ci k?

Rekurencja i techniki programowania

84. Napisz program, który znajdzie sposób, jak przej±¢ konikiem po sza-
chownicy odwiedzaj¡c ka»de pole dokªadnie raz.

85. U»yj rekursji do rozwi¡zania problemu wie» z Hanoi.

86. Napisz program rozwi¡zuj¡cy poroblem wie» z Hanoi: Jaka jest liczba
ruchów potrzebna do przeªo»enia n kr¡»ków ró»nej wielko±ci z patyczka
A na patyczek C, je±li mo»na u»ywa¢ te» patyczka B, a kr¡»ek wi¦k-
szy nie mo»e nigdy le»e¢ na mniejszym. Program powinien wypisywa¢
wszystkie konieczne ruchy w postaci:
1. A->C
2. A->B
3. C->B
...

87. Napisz program znajduj¡cy wszystkie ustawienia 8 hetmanów na sza-
chownicy takie, »e »aden z nich nie szachuje innego.

88. Niech dana b¦dzie tablica A zawieraj¡ca pary liczb: (1, 0), (2, 100),
(3, 100) ... (n, 100). Pierwszy element ka»dej pary nazywamy nazw¡, a
drugi warto±ci¡. Tablic¦ t¡ traktujemy jako kopiec ze wzgl¦du na war-
to±¢. Jak¡ dodatkow¡ stuktur¦ danych trzeba u»y¢, by w efektywny
sposób wykonywa¢ operacj¦ Decrease_value(k,x), przypisuj¡c¡ na-
zwie k now¡ warto±¢ x mniejsz¡ od poprzedniej? Jak nale»y zmody-
�kowa¢ operacje Delete_min oraz Insert, by ta nowa struktura nie
dezaktualizowaªa si¦ w trakcie ich dziaªania?

89. (Algorytm z nawrotami) Napisz program, który (np. metod¡ prób i
bª¦dów) znajduje drog¦ konika szachowego po szachownicy, tak¡ »e
ka»de pole jest odwiedzone dokªadnie raz.
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90. Jak skonstruowa¢ program licz¡cy uªamek ªa«cuchowy

g =
a

b +
a

b +
a

b +
a

· · ·

z zadan¡ z góry dokªadno±ci¡.

91. Udowodnij, »e Z7 jest ciaªem tzn. w pier±cieniu {0, 1, . . . , 6} z mno»e-
niem i dodawaniem modulo 7 jest jednoznacznie zde�niowana operacja
odwrotna do mno»enia. Uzasadnij, »e jest tak dla ka»dego Zp gdy p
jest liczb¡ pierwsz¡.

92. Zakªadaj¡c, »e masz do dyspozycji algorytm na mno»enie dowolnie dªu-
gich liczb caªkowitych oraz znasz warto±¢ pewnej du»ej liczby pierwszej
(np. 100-cyfrowej) zaproponuj sposób doskonaªedo szyfrowania tekstu
o dªugo±ci do 100 znaków i niedoskonaªego szyfrowania tekstów dªu»-
szych.

Do zada« 1. 2. 3. podchodzimy kolejno - do ka»dej operacji nast¦pna
osoba.
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