Algorytmy i struktury danych

Proste algorytmy

1. Niech wielokat bedzie kotowg podwdjnie linkowana lista wspotrzednych
wierzchotkéw. Napisz funkcje do obliczania:

(a) pola tego wielokata;
(b) obwodu;
(c) sprawdzania czy jest to wielokat wypukty.

2. W pliku "a.txt” znajduja sie wspolczynniki wielomianu a(x) w naste-
pujacej postaci: (ag, ag, as, .., a,) a w pliku "b.txt” wspolczynniki wie-
lomianu b(x) (bg, by, bs, .., b,). Napisz program, ktory odczyta dane z
tych plikow, obliczy iloczyn wielomianow c(z) = a(x)b(x) a nastepnie
wspOtczynniki wielomianu ¢(x) wpisze do pliku "c.txt”.

3. Stworz klase utamek z polami licznik i mianownik. Powinien to by¢
zawsze utamek nieskracalny. Zaimplemenutuj 4 dziatania (jako opera-
tory + - * /) jednoargumentowy operator - oraz czytanie ze strumienia
i pisanie do strumienia utamkow typu 1/2, 4/5, 77/3 itp. Napisz tez
kontruktor dwuargumentowy, gdzie drugi argument ma wartos¢ do-
my$lnag 1.

4. Napisz program nie zawierajacy instrukcji if ani switch, ktory policzy
ile razy wystepuje kazdy znak ASCII w pliku podanym jako argument
programu.

5. Napisz funkcje obliczajaca 2™ w czasie O(logn) w wersjach z uzyciem
i bez uzycia rekurencji.

6. Przepisz klasy: kolejka, stos, kolejka priorytetowa jako szablony.

7. Jak obliczy¢ wszystkie wspotezynniki:
n\ (n n
o) 1)L,

8. Tle potrzeba mnozen, aby wyliczy¢ "7 Napisz odpowiednig funkcje.

w tacznym czasie O(n).
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. Ile potrzeba mnozen, aby wyliczy¢ warto$é¢ wielomianu stopnia n, o

wspotczynnikach zawartych w tablicy a?
Napisz funkcje double oblicz(double all, int n, double x) re-
alizujaca twoj algorytm.

Napisz procedure sito_erastotenesa znajdujacg wszystkie liczby pierw-
sze mniejsze od n. Wynikiem jest tablica bool prime[n], taka ze
prime [k]==true wtedy i tylko wtedy gdy k jest liczbg pierwszg.

Jaka jet najmniejsza liczba mnozeri potrzebna do obliczenia wartosci
wielomianu W (zx) stopnia n dla pewnego x. Napisz odpowiednig funk-
cje, zakladajac, ze wielomian jest reprezentowanuy jako tablica wspot-
czynnikéw. tzn.

W(x) =t00] +t[1]x+t[2]2” + ... + t[nla"

Pokaz, ze wystarcza 3 mnozenia, by znalez¢ wspotczynniki wielomianu

W(z) = (ax + b)(cx + d).

(a) Ile jest permutacji zbioru n-elementowego?

(b) Tle co najmniej pytan trzeba zadaé by ,zgadna¢” okreslona permu-
tacje?

(¢) Udowodni¢ korzystajac ze wzoru Stirlinga, ze liczba ta jest rzedu
O(nlogyn).

Napisz w jezyku C++ klase set, reprezentujacg zbior liczb naturalnych
nie wiekszych od 255. Rozmiar obiektu klasy set nie powinien prze-
kracza¢ 32 bajtow.

Kazdy podzbiér zbioru liczb naturalnych nie wiekszych od 8 mozna
reprezentowad na jednym bajcie (i-ty bit jest ustawiony gdy ¢ nalezy do
podbioru). Zaimplementuj w C-++ klase zbior_malych_liczb, ktora
z podobny sposéb na (n + 1)/8 bajtach bedzie reprezentowaé zbiory
liczb naturalnych nie wiekszych od n. Zaprogramuj:

(a) dodawanie elementu do zbioru, usuwanie elementu ze zbioru i
sprawdzanie czy liczba nalezy do zbioru.

(b) sume, iloczyn, roznice zbiorow.

(c) konstruktor, taki ze wywolanie zbior_malych_liczb a("1,2,4,8");

utworzy zbior a = {1, 2,4, 8}.

(d) operator przypisania,
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(e) sprawdzanie relacji rownosci i zawierania zbioréw (mozna przecia-
zy¢ operatory ==, <=1 >=,

. (Sito Erastotenesa) Algorytm, ktory bez uzycia dzielenia znajduje wszyst-
kie liczby pierwsze nie wicksze od n wypelniajac tablice n elementows,
jedynkami, a nastepnie zerujac wszystkie elementy tablicy o indeksach
podzielnych przez 2, 3, ... y/n natrafia dla duzych n na problem braku
pamieci. Mozna goérng granice na n zwiekszy¢ 8-krotnie korzystajac z
wynikéw poprzedniego zadania (tablicy bitow).

Zaimplementuj kolejke FIFO przy pomocy: a) listy linkowanej; b) ta-
blicy.

Zaimplementuj kolejke dwukierunkowa przy pomocy listy podwojnie
linkowanej. Kolejka dwukierunkowa pozwala na operacje: push_front,
push_back, pop_front, pop_back. Uzyj wartownika.

Udowodnij, ze kazdy wielomian stopnia k jest rzedu O(n*).
Udowodnij, ze logn jest rzedu O(n¢) dla kazdego € > 0.

Dla wyszukiwania liniowego w tablicy nieposortowanej o n elementach,
znajdz oczekiwanag oraz wariancje ilosci poréwnani wykonanych przez
program, przy zalozeniu, ze wyszukiwany element jest w tablicy.

Zaktadajac, ze kazda permutacja danych wejsciowych jest jednakowo
prawdopodobna, znajdz wartos$¢ oczekiwang i wariancje ilosci inwersji
wystepujacych w tych danych.

Dana jest funkcja double f(double)ciagla, taka ze f(0) < 0 < f(1).
Napisz program, ktory metoda bisekcji znajdzie pierwiastek funkcji £.
Warunkiem zakoriczenia petli uczyn wykrycie zapetlenia :).

Obliczanie zlozonosci

W pliku jest 108 liczb. Ile potrzeba pamieci i dodawan by sprawdzié,
ktora z sum 1000 kolejnych liczb jest najwieksza? (Tych sum jest 106 —
1000 + 1).

Jak znalez¢ wspo6tezynniki wielomianu cox®+ciz+co = (a1x+ag)(byz+
bo) uzywajac tylko trzech mnozen.

Jak wyliczy¢ wspolezynniki ¢, ¢1, ¢ wielomianu cox? + 1z + ¢ =
(a1 4+ ag)(bix + by) znajac ag, a1, by, by uzywajac tylko trzech mnozer.
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27. Korzystajac z twierdzenia o rekursji uniwersalnej rozwiaz nastepujace

zalezno$ci:

(a) T(N)=5T(n/3) +n,
(b) T(N) =4T(n/2) + n?,
(¢) T(N)=9T(n/3) + n?
(d) T(N) = 6T(n/3) + n?,
(e) T(N) =3T(n/3) + n,
(f) T(N) =5T(n/2) + n?
(g) T(N)=T(n/2)+1

28. Udowodnij, ze 3n® +n? — 12n + 5 = O(n?).

29. Udowodnij, ze f(n) = O(g(n)) < g(n) = Q(f(n)) oraz f(n) = o(g(n)) <
g9(n) = w(f(n))
30. Wykaz, ze do zgadniecia liczby z przedzialu od 1 do n, wystarczy

[log,n| pytan binarnych. (Pytanie binarne to takie na ktore odpo-
wiedzig jest tak”, lub ,nie”).

31. Ile jest permutacji liczb 1,...n. Ile trzeba zada¢ pytan binarnych, by
odgadna¢, ktorag permutacje kto§ ma na mysli.

32. Jaka bedzie zlozonos¢ algorytmu jezeli:
(a) T(1) =1, T(n) = 4T([31]),
(b) T(1) =1, T(n) = 8T([51)-
33. lle potrzeba mnozen by obliczy¢ wartos¢ wielomianu stopnia n?
34. Tle potrzeba mnozen by znalezé wspotczynniki wielomianu (ax+b)(cx+d)?

35. Jak zrealizowa¢ mnozenie wielomianéw stopnia 2n przy pomocy mno-
zenia wielomianow stopnia n, dodawania wielomianéw i mnozenia przez
jednomian 7 Napisz zalezno$¢ rekurencyjna jaka bedzie spetniata zto-
zonos¢ twojego algorytmu, i oszacuj ja.

36. Ile porownan trzeba by znalezé: a) drugi b) trzeci co do wielkosci ele-
ment, tablicy.

37. Wielomian stopnia 2n mozna pomnozy¢ uzywajac 4 mnozen wielomia-
noéw stopnia n. Jaka bedzie asymptotyczna zlozonos$é¢ takiego algo-
rytmu?
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Znajdz posta¢ funkcji X jesli:

(a) X(1) =0, X(n) =2X([%])+ (n—1);
(b) X(1) =0, X(n)=X(n—1)+ (n—1).

Napisz program wypisujacy wszystkie mozliwe permutacje elementow
tablicy int t[n];.

[loé¢ partycji liczby n to ilosé jej réznych rozkladoéw na sktadniki natu-
ralne (kolejnosé nie gra roli). Znalezé algorytm lub wzor rekurencyjny
na P(n).

Wielomian stopnia 2n mozna pomnozy¢ uzywajac 4 mnozen wielomia-
noéw stopnia n. Jaka bedzie asymptotyczna zlozonos$é¢ takiego algo-
rytmu? Jak zmieni sie ona gdy zamiast 4 uzyjemy 3 mnozeni, wykorzy-
stujac pomyst z poprzedniego zadania.

Sortowanie

Jak jest minimalna ilo$§¢ poréwnan gwarantujaca posortowanie n liczb
dlan=2,n=3,n=4oraz n =5. (Nadobowiazkowe n =6, n = 7).

Jak wigze sie faktyczna ilos¢ poréwnan wykonywanych przez algorytm
sortowania przez proste wstawianie z iloscig inwersji w danych wejscio-
wych?

Znajdz zwiazek miedzy ilo$cig poréwnan faktycznie wykonywanych przy
sortowaniu przez wstawianie tablicy aq, ... a,_1 a iloScia inwersji w tej
tablicy. (Inwersja nazywamy pare indeksow (7, j) taka, ze i < j A a; >

a;).

Napisz funkcje merge (double tab[],int i, int j, int n); potrzebna

w algorytmie merge_sort (sortowanie przez scalanie). Funkcja merge
zaktadajac, ze ciagi tab[0] do tab[i-1] oraz tab[i] do tab[n-1] sa
posortowane scala je w jeden posortowany ciag od tab[0] do tab[n-1].
Zadbaj by zlozonosé twego algorytmu nie byta wieksza niz O(n — 1).

Napisz funkcje
double czas_dzialania(void sort(double* ,int), int n), ktora
postuzy do badania szybkosci réznych funkeji sortujacych. Jej dziatanie
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polega na wygenerowaniu przypadkowych danych o rozmiarze n, uru-
chomiemiu ,stopera”, uruchomieniu funkcji sortujacej sort, i zatrzy-
maniu ,stopera”. Funkcja powinna zwraca¢ zmierzony czas dzialania
funkcji sort wyrazony w (mili-) sekundach.

Jaka bylaby zlozono$¢ algorytmu merge_sort gdyby dzieli¢ tablice nie
na rowne czesci lecz na czesci o wielkosci 25% 1 75%7

Napisz algorytm merge_sort, ktory dzialatby na liScie 1-linkowane;j.

Jaka bytaby ztozono$¢ algorytmu merge_sort gdyby dzieli¢ tablice nie
na réwne czesci, lecz na czesci o wielkosci 25% 1 75%, lub og6lniej, na
czescl o rozmiarach ng oraz n(1 — q).

Napisz algorytm merge_sort, ktéry dziatatby na lidcie 1-linkowane;j.

Napisz funkcje void rotate(T *p, T *s, T *k) zamieniajaca miej-
scami obszary [p,s) i [s,k) o dtugosciach m i n.

(a) Pokaz, ze mozna zrobi¢ to przy uzyciu trzech inwersji i wowczas
algorytm sprowadza sie do wykonania m+n zamian czyli 3(m+n)
podstawien.

(b) Dla przypadku, gdy m = n napisz procedure wykonujaca tylko m
zamian czyli 3m podstawieri.

(c¢) Dla przypadku, gdy m = n+1 napisz procedure wykonujaca tylko
2m podstawien.

Napisz funkcje void in_place_merge(T *p, T *s, T *k), ktora nie
uzywa dodatkowej pamieci. Wsk. znajdz takie pl € [p,s) i k1 € [s, k)
aby po wykonaniu rotate(pl,s,kl) element xs stanowil mediane i
skorzystaj z rekurencji.

Udowodnij, ze zlozono$¢ in_place_merge wynosi O(nlogn), a ztozo-
no$¢ in_place_merge_sort, ktory jej uzywa, wynosi O(nlog®n).

Pokaz, ze selection_sort nie jest stabilny. Ile dodatkowej pamieci
potrzeba, by uczynié¢ go stabilnym 7

Dana jest macierz n xm, ktorej wiersze sa ciagami rosnagcymi. Udowod-
nij, ze wlasnosé¢ ta nie zmieni sie, jesli posortujemy wszystkie kolumny
te] macierzy.
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Ciag (t1,t2,...,tny) nazywamy n-posortowanym jesli ¢, < t,., gdy
1 < p < N —n. n-sortowanie to sortowanie wszystkich podciggow
postaci (¢, tiin, tizon, . ..) dlai <n.

Udowodnij, ze ciag n-posortowany nie traci tej wlasnosci w trakcie m-
sortowania.

Posortuj metoda sortowania pozycyjnego liczby: 1, 34, 123, 321, 432,
132, 543, 651, 91, 32, 987, 910, 643, 641, 12, 342, 498, 987, 965, 122,
121, 431, 350.

Zaprogramuj i przetestuj podang na wyktadzie implementacje sortowa-
nia pozycyjnego.

Skonstruuj sie¢ sortujaca poprawnie 6, 8, 10 liczb. Skonstruuj opty-
malng takg siec.

Napisz program poroéwnujacy ztozonosé czasowa algorytmow sortuja-
cych: przez kopcowanie, babelkowe, przez proste wstawianie, przez 1g-
czenie. Program powinien drukowaé tabelke postaci:

n | Kopiec | Babel | Szybkie | Wstawianie | Laczenie

0 = N =

—
[

Ktore z procedur sortujacych:

sa stabilne. W kazdym przypadku udowodnij stabilno$¢ lub znajdz
konkretny przyktad danych, dla ktorych algorytm nie zachowa sie sta-
bilnie.
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Drzewa

Udowodnij, ze w kazdym drzewie binarnym ponad potowa wskaznikéw
ma wartos¢ NULL.

Ile jest réznych drzew binarnych zawierajacych liczby 1, ...n.

Jaka dodatkows informacje nalezy przechowywaé¢ w kazdym wezle drzewa
binarnego, by latwo znajdowa¢ mediane zawartych w nim elementow?

Napisz implementacje usuwania wezta z drzewa binarnego wg nastepu-
jacego schematu:

(a) jesli usuwany wezel nie ma dzieci, to go usuwamy a odpowiedni
wskaznik zmieniamy na NULL.

(b) jesli ma jedno dziecko, to go usuwamy, a odpowiedni wskaznik w
wezle rodzica zastepujemy wskaznikiem na to dziecko.

(c) jesli ma dwoje dzieci, to nie usuwamy tego wezla, lecz najmniejszy
element w jego prawym poddrzewie, a dane i klucz tego elementu
wpisujemy do wezta, ktéry mial by¢ usuniety.

Napisz procedure void BSTdelete (BSTnode *t), ktéra usuwa z pa-
mieci komputera drzewo BST.

Zmodyfikujmy strukture BSTnoode dodajac dodatkowe pole int left_size;,

ktore zapamieta ile aktualnie jest wezlow w lewym poddrzewie tego
wierzchotka.

(a) Napisz funkcje BStnode * ity(BSTnode *t, int i), ktorej wy-
nikiem jest adres i-tego (w kolejnosci IN ORDER) wezta drzewa.

(b) Jakie zmiany w funkcji void insert(BSTnode *& t, int k) sa
konieczne, by warto$¢ w polach left_size byla uaktualniana przy
wstawianiu do drzwa nowych kluczy?

Napisz procedure int poziom(BSTnode * t, int klucz), ktoérej wy-
nikiem jest poziom w drzewie t, na ktorym wystepuje klucz.

Napisz procedure void lewa_rotacja(BSTnode * & t).

Udowodnij, ze ponad potowa wskaznikéw w drzwie binarnym ma war-
tos¢ NULL.

Czy ponad potowa weztéw drzewa czerwono-czarnego musi by¢ czarna?
Dlaczego?
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Ile jest réznych ksztaltéow drzew BST o n wezltach?

Napisz program (lub wzor rekurencyjny) obliczajacy ilosé roznych ksztal-
tow drzew czerwono czarnych o ustalnoej czarnej wysokosci.

Niech K(n) oznacza ilo§¢ réznych ksztaltow drzew binarnych o n we-
ztach. Znajdz wzor rekurencyjny wyrazajacy K(n) przez K(i) dla
1< n.

Napisz klase priority_queue oparta na kopcu zrealizowanym w ta-
blicy. (Dzieémi elementu t[i] sa t[2*i+1] oraz t[2+i+2]. Ojcem

t[i] jest t [(i-1)/2].) Zaimplemetuj metody put (T), T max(), T get_max()

oraz bool is_empty().

Oznaczmy przez f(n) ilosé ksztaltéow drzew BST o n weztach. Napisz
wzor wyrazajacy f(n) przez f(0), ..., f(n—1).

Napisz funkcje rekurencyjna int F(BSTnode * t)obliczajaca:

(a) ilos¢ weztow w drzewie t,

(b) glebokosé w drzewa t,

Napisz implementacje usuwania wezta z drzewa binarnego wg nastepu-
jacego schematu:

(a) jesli usuwany wezel nie ma dzieci, to go usuwamy a odpowiedni
wskaznik zmieniamy na NULL.

(b) jesli ma jedno dziecko, to go usuwamy, a odpowiedni wskaznik w
wezle rodzica zastepujemy wskaznikiem na to dziecko.

(c) jesli ma dwoje dzieci, to nie usuwamy tego wezla, lecz najmniejszy
element w jego prawym poddrzewie, a dane i klucz tego elementu
wpisujemy do wezla, ktory mial by¢ usuniety.

Jaka dodatkows informacje nalezy przechowywa¢ w kazdym wezle drzewa
binarnego, by tatwo znajdowa¢ mediane zawartych w nim elementow?
Napisz implementacje funkcji BTSnode* ity(BSTnode *t, int i), ko-
rzystajaca z tego dodatkowego pola, ktora bedzie dzialata w czasie
O(logn) dla drzew zrownowazonych.

Do pustego drzewa czerwono-czarnego wstaw kolejno 20 przypadko-
wych liczb. Nastepnie usun je w tej samej kolejnosci.

Do pustego B-drzewa o parametrze t = 2 wstaw 20 przypadkowych
liczb, a nastepnie usun je w kolejnosci wstawiania.
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Narysuj przyktadowy kopiec dwumianowy o 17 kluczach. Wykonaj 4
razy operacje Delete_min.

Jaka jest minimalna, a jaka maksymalna ilo$¢ kluczy w B-drzewie o
ustalonym ¢ (jednakowym na wszystkich poziomach) i gtebokosci k?

Rekurencja i techniki programowania

Napisz program, ktory znajdzie sposob, jak przejs¢ konikiem po sza-
chownicy odwiedzajac kazde pole dokltadnie raz.

Uzyj rekursji do rozwiazania problemu wiez z Hanoi.

Napisz program rozwigzujacy poroblem wiez z Hanoi: Jaka jest liczba
ruchow potrzebna do przetozenia n krazkow roznej wielkosci z patyczka
A na patyczek C, jesli mozna uzywaé tez patyczka B, a krazek wiek-
szy nie moze nigdy leze¢ na mniejszym. Program powinien wypisywadé
wszystkie konieczne ruchy w postaci:

1. A->C

2. A->B

3. C->B

Napisz program znajdujacy wszystkie ustawienia 8 hetmanéw na sza-
chownicy takie, ze zaden z nich nie szachuje innego.

Niech dana bedzie tablica A zawierajaca pary liczb: (1,0), (2,100),
(3,100) ... (n,100). Pierwszy element kazdej pary nazywamy nazwa, a
drugi wartoscig. Tablice tg traktujemy jako kopiec ze wzgledu na war-
tos¢. Jaka dodatkowa stukture danych trzeba uzyé¢, by w efektywny
sposob wykonywac¢ operacje Decrease_value(k,x), przypisujaca na-
zwie k nowa warto$¢ x mniejsza od poprzedniej? Jak nalezy zmody-
fikowaé¢ operacje Delete_min oraz Insert, by ta nowa struktura nie
dezaktualizowala sie w trakcie ich dziatania?

(Algorytm z nawrotami) Napisz program, ktory (np. metoda prob i
btedéw) znajduje droge konika szachowego po szachownicy, taka ze
kazde pole jest odwiedzone doktadnie raz.
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90. Jak skonstruowaé¢ program liczacy utamek tancuchowy

a
g = a
bt —7
b+ —
z zadang z gory doktadnoscia.
91. Udowodnij, ze Z7 jest cialem tzn. w pierécieniu {0,1,...,6} z mnoze-

niem i dodawaniem modulo 7 jest jednoznacznie zdefiniowana operacja
odwrotna do mnozenia. Uzasadnij, ze jest tak dla kazdego Z, gdy p
jest liczba pierwsza.

92. Zaktadajac, ze masz do dyspozycji algorytm na mnozenie dowolnie dtu-
gich liczb catkowitych oraz znasz warto$¢ pewnej duzej liczby pierwszej
(np. 100-cyfrowej) zaproponuj sposob doskonatedo szyfrowania tekstu
o dlugosci do 100 znakoéw i niedoskonatego szyfrowania tekstow diuz-
szych.

Do zadan 1. 2. 3. podchodzimy kolejno - do kazdej operacji nastepna
osoba.
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